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1. WPROWADZENIE

Drgania sg to ruchy oscylacyjne czasteczek lub cial o okreslonych masach, ktore
zachodza w stosunku do okreslonego uktadu odniesienia. Do opisu drgan wykorzystywane sa
trzy gtdwne parametry: przemieszczenie, predkos¢, przyspieszenie. Wyrdznia si¢ nastepujace
rodzaje drgan:

— drgania mechaniczne — ruchy ciata lub jego czegsci okreSlone zmienng w czasie
wielkos$cig, ktoérych warto$¢ na przemian ro$nie lub maleje wzgledem wartosci $rednie;j
W nastepujacych po sobie kolejno przedziatach;

— drgania okresowe — drgania powtarzajace si¢ w rownych odstgpach czasu, szczegolnym
przypadkiem jest ruch harmoniczny;

— drgania nieokresowe — drgania powtarzajgce si¢ w nierownych odstepach czasu,
szczegblnym przypadkiem drgan sg tu drgania prawie okresowe;

— drgania ustalone — drgania state w czasie;
— drgania nieustalone — drgania zmienne w czasie;

— drgania liniowe — drgania uktadu sprezystego, w ktorym sity wewnetrzne sa liniowymi
funkcjami przemieszczen;

— drgania swobodne — drgania odbywajace si¢ bez udzialu zmiennych sit zewngtrznych
wptywajacych na proces drgan, jednoczesnie energia drgan nie ulega zmianie,

— drgania nieswobodne — drgania odbywajace si¢ z udziatem zmiennych sit zewnetrznych;

— drgania wymuszone — drgania nieswobodne powstajace pod wptywem dziatania okresowo
zmiennych sit zewnetrznych, mogg prowadzi¢ do powstania rezonansu drgan;

— drgania Humione — drgania, ktore pod wplywem dzialania na nie innego uktadu (np. sit
tarcia) zmniejszaja swoja energi¢, zamieniajac ja w energie cieplng;

— drgania samowzbudne — drgania wymuszone sitami wywotanymi przez sam ruch
drgajacy.

1.1. Opis drgan belki wspornikowej w ukladzie dyskretnym

Analizujac drgania belki w uktadzie dyskretnym mozna poming¢ wplyw masy belki na
drgania catego uktadu. Podejscie to jest stuszne w przypadku wystepowania w uktadzie mas
skupionych, ktore znacznie przewyzszaja mas¢ samej konstrukcji. Tak wiec w sytuacji, gdy
nie uwzglednia si¢ ttumienia, o drganiach decyduja wartosci mas skupionych, sztywnos¢
konstrukcji oraz warunki poczatkowe. W celu opisu drgan za pomoca réwnan rézniczkowych
niezb¢dne jest zastosowanie ogdlnej postaci drugiej zasady dynamiki Newtona, drugiej zasady
dynamiki z wykorzystaniem zasady de’Alamberta oraz réwnania Lagrange’a, ktore
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uwzglednia sity 1 przemieszczenia uogolnione. Przy wyprowadzeniu réwnania rézniczkowego
drgan belki wspornikowej pomocne bedzie zastosowanie zasady de’Alamberta oraz calki
Maxwell-Mohra.

X dx

my
. x
77

Rys. 1. Belka wspornikowa jednostronnie obcigzona masg m

Stosujac zasad¢ de’Alamberta do drgajacej masy m umieszczonej w odleglosci | na
wspoélrzednej X (Rys. 1), otrzymamy réwnanie o postaci:

my +ky =0 @
gdzie k jest sztywnoscig belki wspornikowej na dtugosci I.

Sztywnos¢ k mozna rowniez wyznaczy¢ poprzez przytozenie do konca belki sity
jednostkowej (P = 1) i obliczenie catki Maxwell-Mohra za pomocg metody Wereszczagina
(Rys. 2).
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Rys. 2. Belka obcigzona silg jednostkowa
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Stata sztywnosci K jest odwrotnoscig catki Maxwell-Mohrai wynosi:

l3

k = (2)

e

gdzie:
E — modut Younga (dla stali wynosi on 2-10°MPa)

J — moment bezwtadnosci przekroju belki obliczany wzgledem osi x (Rys. 3) wynosi:

B
: :% _____

7

< b |

< B
Rys. 3. Przekroj belki prostokatne;j
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Uwzgledniajac zaleznos¢ nr (2) w rownaniu rézniczkowym drgan belki, rOwnanie nr
(1) przyjmie nastepujaca postac:

j+wly=0 )
gdzie:

o — czgstos¢ drgan wiasnych belki wspornikowej wynoszaca:
k 3E
w= / L= /—’ )
m ml3

1.2. Opis drgan belki wspornikowej 0 masie m

Badanie drgan belki jako uktadu o cigglym rozmieszczeniu masy mozna
przeprowadzi¢ za pomocg metody Scistej (metoda Fouriera) traktujagc belke jako
nieskonczony zbioér mas dm wraz z umieszczong na koncu masg m. Stosujgc tg metode
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otrzymuje si¢ nieskonczenie wiele czgstosci wlasnych drgan uktadu. Jednakze metoda ta jest
dos$¢ pracochtonna, ponadto za$§ nie zawsze istnieje rozwigzanie §ciste. Dlatego tez stosuje si¢
rozwigzania przyblizone. Metodami przyblizonymi s3: metoda Ritza, metoda Galerkina,
metoda Rayleigha. Stosujac dwie pierwsze mozna uzyska¢ wiele pierwszych czgstosci drgan
wlasnych. Metoda Rayleigha wyznaczy¢ mozna czestos¢ podstawowsg drgan wiasnych.

W metodzie Rayleigha zastepujemy drgania uktadu o masie cigglej drganiami punktu
materialnego. Z rozwigzania $cistego wynika, ze:

y=X(x)q(), (6)
gdzie:
X(X) — posta¢ drgan whasnych
q(t) — funkcja czasu.

W przypadku punktu materialnego funkcja X(x) przyjmuje warto$¢ rowna jednosci,
stad tez drgania opisane sg przez funkcje q(t) = q,(t) dla uktadu zastepczego. Energia
kinetyczna i potencjalna takiego uktadu jest rowna odpowiednio:

L="(L1q,®) i V=ikgOF 0

2
gdzie:
m; — masa uktadu zastepczego
k; — sztywno$¢ uktadu zastepczego

Masg 1 sztywnos¢ uktadu zastepczego wyznacza si¢ z poroOwnania energii kinetycznej
oraz energii potencjalnej ukladu rzeczywistego i zastgpczego. Azeby wyznaczy¢ mase¢ oraz
sztywno$¢ uktadu zastepczego nalezy obra¢ punkt redukcji ukladu rzeczywistego do uktadu
zastepczego. W punkcie redukeji funkcja X(X) przybiera warto$¢ rowng 1. Dla rozwazanego
przypadku mamy wigc:

m, = f} pIX(OJ2dy + mX(D)]2 ®)
oraz
! 82x(x)1?
k, = fo E][ axzx] dx (9)

gdzie:
p| — liniowa masa wtasciwa belki

E — modul Younga.

PODSTAWY TECHNIKI | TECHNOLOGII str. 5



KATEDRA ZARZADZANIA PRODUKCJA

Dla takich zaleznos$ci pierwsza cz¢stos¢ drgan belki wyniesie:

ky
W= |- (10)

mg
Funkcje X(x) mozna uzyska¢ po wybraniu punktu redukcji np. w miejscu
zamocowania masy m belki wspornikowej. Funkcje te otrzymuje si¢ dzielac réwnanie
opisujace lini¢ ugietej belki przez ugigcie w miejscu redukcji. Réwnanie linii ugigtej belki
otrzymuje si¢ stosujac rOwnanie Eulera:

dZ
E] =5 = —My(x) (11)
gdzie:

My(X) — moment gnacy (dla belki jak na Rys. 4)

N XN
A
W/
G
|
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V

Rys. 4. Belka rownowazona momentem gnacym

Réwnanie Eulera (11) przyjmuje wiec postac:

2
E];‘Tﬁ = Pl — Px (12)

Dokonujgc dwukrotnego catkowania réwnania po X i uwzgledniajac nast¢pujace
warunki brzegowe:

dy . _ _
E_O i y=0 dla x=0 (13)

otrzymuje si¢ rOwnanie linii ugigtej belki w postaci:

y=5(%5-%) (14
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Ugiecie w miejscu redukcji (dla x = [) wyniesie:

P13

= — 15

Y =35 (15)
W zwiagzku z powyzszym funkcja X(X), tzw. zredukowana linia ugi¢tej belki przyjmie postac:

3x%2  3x3
X =37~ (16)

Stosujac wzor (8) na masg zastepcza m; oraz (9) na sztywnos¢ zastepcza k, otrzymamy:

k, =2 i m, = 0,2357p,L + m (17)

13

Tak wigc podstawowa czgstos¢ drgan wiasnych belki wyniesie:

o = 3E]
— Al 13(0,2357pl+m) (18)

2. CEL I ZAKRES CWICZENIA

Celem c¢wiczenia jest praktyczne zapoznanie studentow z analizg drgan belki
wspornikowej wymuszonych inercyjnie.

Zakres ¢wiczenia obejmuje wyznaczenie podstawowej czestosci drgan wiasnych belki
jako uktadu dyskretnego oraz ukladu cigglego z wykorzystaniem metody Rayleigha.
Weryfikacja obu wyznaczonych czgstosci przeprowadzona zostanie na drodze do§wiadczalnej
z wykorzystaniem drgan rezonansowych i swobodnych rozpatrywanej belki.

3. PRZEBIEG CWICZENIA
1) Zapoznanie si¢ ze stanowiskiem pomiarowym
2) Wykonanie pomiaru mierzonych parametrow
3) Wyznaczenie teoretycznej czestosci whasnej drgan belki wspornikowe;:
a) bez uwzglednienia masy belki (wzor 5),
b) zuwzglgdnieniem masy belki (wzor 18).
4) Wyznaczenie do$wiadczalnej czestosci wqy drgan belki metoda rezonansowa

5) Porownanie czestosci @ | wg wedlug wzoru:
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|lwg — wl
Aw =——-100%
Wy

6) Opracowanie wnioskow na podstawie otrzymanej warto$ci 4w

7) Wykonanie pisemnego sprawozdania z przebiegu ¢wiczenia

Stanowisko pomiarowe:

Sprawozdanie powinno zawiera¢

1. Imiona, nazwiska, kierunek i rok studiow oraz nr grupy laboratoryjnej cztonkow zespotu
2. Temat ¢wiczenia

3. Date wykonania ¢wiczenia

4. Krotki opis stosowanej metody badawczej

5. Schemat stanowiska

6. Wyniki wykonanych pomiarow

7. Wnioski z przeprowadzonego ¢wiczenia
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Przykladowe pytania kontrolne:

1.
2.

3.

Podaj definicje drgan.
Wymien i krotko scharakteryzuj rodzaje drgan.

Scharakteryzuj od czego zalezy czesto$¢ drgan whasnych belki.

Przepisy BHP

1.

Prowadzacy ¢wiczenia laboratoryjne, przed przystgpieniem do ¢wiczenia, zapoznaje
studentéw z obstugg stanowiska. Kontrole przestrzegania przez studentow instrukcji BHP
(przedstawiong na zajeciach wprowadzajacych) petni prowadzacy zajecia.

Studenci obstuguja stanowisko pod nadzorem prowadzacego.

Stanowiska niebezpieczne pod wzgledem BHP obstuguje prowadzacy, a w przypadku
konieczno$ci, po udzieleniu osobnego instruktazu, dopuszcza do obslugi stanowiska
konieczng ilos$¢ studentow.

Studenci odbywajacy ¢wiczenia zobowigzani sg do zachowania maksymalnej ostroznosci
1 uwagi przy obstudze stanowiska 1 absolutnego stosowania si¢ do zalecen prowadzacego.

Podczas pobytu przy stanowisku laboratoryjnym zabrania si¢ studentom wykonywania
jakichkolwiek czynnosci, ktore nie sg zwigzane z realizowanym ¢wiczeniem.
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